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正規分布は心理学に大きなインパクトを与えた。一般に科学は，問題設定，実験方法，モデル構
成が三位一体となって成立するものであろうが，正規分布は心理現象の見立ての部分で問題設定に
影響を与え，データ解析の部分で実験方法に影響を与え，さらにモデル構成の重要要素にもなって
いる。心理学の礎石を置いた Fechner と Galton は共に Gauss あるいは Quételet から正規分布を学
び，そのことが科学としての心理学の成立の契機となっている（椎名，2013）。
正規分布を始めて導出したのは De Moivre（1733）と言われるが，その導出をわかりやすく解説
するのが本論文の目的である。最初の着想から 30 年近く費やしたという De Moivre の導出は，パッ
チワークというか，Bricolage というか，とにかく手元にある材料を使って（ただし当時としては
最先端の知見であろう）強引になされたもので，はっきり言ってわかりやすくもなければ美しくも
ない。心理学者にとっても必須の知識とは言えないであろう。しかし，その内容は，心理統計学の
教科書でも良く採用されている 2 項分布からの正規分布の導出（De Moivre – Laplace の定理とも
言われる）であり，また，そもそもどのような知的努力が心理学の土台である正規分布を支えてい
るかを知るのは意義深いので，心理学者の教養としての価値はあるものと確信する。
De Moivre （1733）のオリジナルの導出は，現在「De Moivre-Laplace の定理」と呼ばれているも
のの証明とは，一見似ても似つかないものである。その上，De Moivre は「正規分布」を導出した
との認識は持っていなかったと言われるし，De Moivre-Laplace の定理という名称も後世のもので
ある（椎名，2013，p. 10）。
それでは，De Moivre は何がしたかったのか？ それは以下の二つの問題の解決である。
問題 1： 良く知られているように
2
2 2
2
0
2 (1 1)
m
m m
m i
i
C
=
= + =∑ と書ける。ここで中央の項 2m mC と項
の総和 22 m の比，すなわち 22 / 2
m
m mC はどのように求められるか？
問題 2： 中央の項 2m mC とそこから d だけ離れた項 2m m dC + の比，はどのように求められるか？
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である。以下主要な命題とその前提となる諸定理に就いて述べる。De Moivre（1733）はラテン
語で書かれているが，De Moivre （1738; 1756, Pp. 243–254）に彼自身による英訳がある。参考にし
たのは安藤（1992），Hald （1990, 2003）である。
De Moivre （1733） の証明に至る流れは以下のとおりである。まず
定理 1　De Moivre （1721, 1730）
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が得られた。この式で問題 1 は数値的にはほぼ解決されている。謎の定数 2.168 はこの後の研究
によって 2 /e π であるのが明らかになる。
定理 2　De Moivre （1730）
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これは問題 2 の近似解となっている。
定理 3　 De Moivre （1733, 1756）
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これが問題 2 のより良い解である。ここで Wallis の公式
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となる。以上で正規分布が導き出された。 22 / 2 1/
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n nC nπ= は Wallis の公式から直接与えられ
るが，これは定理 1 の解でもある。De Moivre はこのエレガントな解には気付かなかったことにな
る。ちなみに
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実際の数値計算の結果とほぼ一致する。以下各定理の証明を示す。
定理 1　 De Moivre （1721）　 De Moivre Miscellanea Analytica （1721，pp.  125–129） Hald （1990, 
p. 473– ）
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となる。ここで有名な Bernoulli の公式（ただし 2 1/ 6B = は Bernoulli number）
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ここで A, B, C それぞれを変形する。
まず A であるが Newton の公式（1）式の両辺の 0 から t までの積分
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De Moivre は Bernoulli の公式に由来する次の項が 1 / 360− になるのも出して
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を得る。この証明は Bernoulli の公式を有限項で打ち切ったために生じる誤差項が最後まで消去で
きず定数項の中に入り込んでいるので若干の不安を与える。
定理 2　De Moivre （1730），（Hald 1990, p. 473–）
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Bernoulli の公式（ 2 1/ 6B = Bernoulli number）
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定理 3　 De Moivre（1733, 1756, p. 245）, Hald（1990, p. 485）
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証明　定理 2 の比の取り方を逆転すると
x が小さい時　 2ln(1 ) / 2x x x+ ≅ − なのを用いると
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［付録　Wallis の公式の証明］
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この積の最後の項が
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となるのに注意すると
m が偶数の時
m が奇数の時
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
（A2）　　　
ちなみに
2 2m n= − （偶数）の時
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2m n= （偶数）の時
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m = 2n − 1 あるいは m = 2n + 1（奇数）の時
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
であり，（A1）は当然満たされている。
定理　Wallis の公式
{ }22 ( !)
lim
(2 )!
n
n
n
n n
π
→∞
=  を導く。
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証明
（A1） 2
1
m m
mI I
m −
−
= の両辺に 1mmI − を掛けると，
1 2 1( 1)m m m mmI I m I I− − −= −  （A3）　　　
（A3）において 2m n= （偶数）すると
2 1 2 2 2 2 12 (2 1)n n n nnI I n I I− − −= −  （A4）　　　
ここで
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を（A4）に代入すると
2 1 2 2 2 2 12 (2 1) 2n n n n
nI I n I I π− − −= − =
 
 （A5）　　　
また（A3）において 2 1m n= + （奇数）すると
2 2 1 2 1 2(2 1) (2 )n n n nn I I n I I+ −+ =   （A6）　　　
であり，
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を（A6）に代入すると
2 2 1 2 1 2(2 1) (2 )2 n n n n
n I I n I Iπ + −= + ⋅ =  （A7）　　　
である。（A5）（A7）より， m が偶数であろうと奇数であろうと
1 1 2 1( 1) ( 1) 2m m m m m m
m I I mI I m I I π+ − − −+ = = − = =   （A8）　　　
である。
次に 0 / 2x π< < の時，
1 10 sin sin sinm m m+ −< < <
だから
/2 /2 /21 1
0 0 0
0 sin sin sinm m mx dx x dx x dx
π π π+ −< < <∫ ∫ ∫
すなわち 1 10 m m mI I I+ −< < < である。ここで mm I⋅ を掛けると
2
1 1m m m m mm I I m I m I I+ −⋅ < ⋅ < ⋅
2
1 1( 1)1 m m m m m
m m I I m I mI I
m + −
+ ⋅ < ⋅ <
+
（A8）と 1
1
m
m
→
+
より
 
2 ,
2 2m
mI mπ π< < →∞ よって m が偶数であろうと奇数であろうと ,
2 2m
mI mπ π< < →∞ 。
m が奇数の時 2 1m n= + とすると
{ } { } { }2 2 2
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2 (2 1)(2 )! 2 1 2(2 )! (2 )!
n n n
n
n n nnn I n n
n n nn n n n
π
+= + = + = = →∞+ +
従って　 { }
2
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n
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n
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=
m が偶数の時 2m n= とすると
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